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Du nouveau du co6té des nombres ?

| Introduction

La modélisation de problémes de la vie courante
sous la forme d’équations polynomiales 2 résoudre a
€t€ un facteur essentiel du développement des mathé-
matiques.

C’est bien en définitive le probleme de la réso-
lution de telles équations qui a conduit 2 la création
des nombres classiques, puis a celles de la théorie des
groupes et de 1’algebre moderne.

Par ailleurs les polynémes ont une importance
déterminante dans I’univers mathématique en tant
qu’instruments calculables d’approximation des fonc-
tions. Se pose toujours a I’heure actuelle la question
de la connaissance effective, numérique, pratique des
racines d’un polynéme. Des progrés notables dans
cette direction ont été accomplis par Shub et Smale
(médaille Fields), plus récemment par Kalantari.

Le contenu de cet article se situe dans la lignée
de ces travaux. Il propose le principe d’un algorithme
d’obtention des racines d’un polyndéme standard. Il
convient d’examiner les rapports entre cet algorithme
et celui de Kalantari, I’enrichissement qu’il peut ap-
porter. Il s’agit par exemple d’explorer les domaines
de données pour lesquels la convergence vers telle
ou telle racine s’accomplit, les propriétés de ces do-
maines, les rapidités de convergence.

De tels domaines sont mis a jour par 1’algorithme
de Kalantari et donnent lieu a des visualisations sou-
vent trés esthétiques. Ce stade n’a pas encore pu étre
atteint par I’'usage de 1’algorithme proposé.

Mais ce n’est pas dans ce domaine de I’algorith-
mique que se situe, a mon sens, I'intérét principal de
I"article. II se trouve dans la maniére géométrique,
par ailleurs facile d’acces, de comprendre les nombres
d’une part, un point de vue qui, d’autre part, débouche
sur un €largissement du domaine attaché au concept
de nombre, et par conséquent sur un accroissement
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vraisemblable de I'étendue du champ mathématique,
analogue, toute proportion gardée, a ce qu’il advient
quand on passe par exemple de la dimension 2 2 la
dimension 3.

Naturellement, je peux me faire des illusions.
Peut-€tre un lecteur assidu parviendra-t-il par de bons
arguments a les dissiper ?

Il Extensions du concept
de nombre usuel

.1 Le concept usuel

Du point de vue statique, un nombre a la signifi-
cation d’abord d’une présence spatiale [2], d’un ordre
ou d’une cardinalité déterminés. Du point de vue géo-
métrique et dynamique, un tel nombre représente le
mouvement appelé une similitude sur un espace eucli-
dien. Une similitude est la composition d’une trans-
lation qui peut étre entendue comme une dilatation,
terme 2 la signification physique que je préfere a ce-
lui d’homothétie, et d’une rotation. L'importance des
similitudes est exprimée par le théoréme d’Aristote-
Liouville selon lequel tout mouvement est le résultat
de la composition de similitudes locales.

Alors que les rotations r sont souvent évaluées par
des angles, les dilatations effectives sont évaluées par
des nombres réels non négatifs y, formant I’ensemble
noté P — la construction de cet ensemble, tout comme
celui des nombres naturels, puis celui des entiers,
puis celui des rationnels, peut s’établir de maniére
constructive, par un processus d’extension faisant ap-
pel a des polynémes [1].

Définition 1. y sera appelé un module.

Un nombre réel traditionnel v est un élément de
I’ensemble £ = P x SO(1) : le groupe SO(1) des rota-
tions positives r sur I’espace euclidien 4 une dimen-
sion possede seulement deux éléments qui peuvent
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étre désignés par 0 et & (angles), ou par —1 et +1,
qui sont les deux points IT; et I, de la 0-sphere S
De la sorte, v peut étre représenté par I’un de ces trois
symbolismes :

— l:(ur)ouueP, re SOQ),

— 2 : ru avec la convention que ru = +p = sir

est I'identité, ru = —pu si r n’est pas I'identité,

~3:(wMoupueP IeSs

L’emploi du second symbolisme conduit a la nota-
tion R pour I’ensemble des nombres dits réels. R pos-
sede la structure d’un corps, d’un espace vectoriel
uni-dimensionnel. Les commutativité et symétrie dans
R proviennent des mémes propriétés respectivement
dans P et dans SO(1).

Ces symbolismes suggerent d’étendre le concept
habituel de nombre réel.

.2 Les espaces vectoriels
n-dimensionnels en tant que n-corps
d’homothétie

K désignant un corps, K" esten général vu comme
un espace vectoriel n-dimensionnel V". Du point de
vue de la sémantique physique, un vecteur d’un tel
espace doit étre d’abord interprété comme la repré-
sentation d’une force. Du point de vue de la séman-
tique numérique, un tel vecteur n’est qu’une liste de
n nombres uni-dimensionnels.

Etant donné un scalaire k € K et un vecteur v,
kv est bien défini comme le vecteur (kvy, ..., kv,) : K
opéere uniformément sur chaque composante de v.

Du point de vue de la sémantique physique en-
core, 1’action extérieure de k sur v doit étre comprise
comme une dilatation algébrique (ou homothétie).

Il s”agit 1a d’une contrainte forte qui mérite d’étre
levée : il n'y a pas a priori de raison physique
imposant que chaque composante soit dilatée de la
méme fagon par une action extérieure sur 1’espace
vectoriel. Par opposition 2 la dilatation précédente li-
néaire et uniforme et selon ce point de vue plus gé-
néral, une telle action transforme v dans le vecteur
w = (kyvy, .. .. kyv,) = k(v) = ko : k est maintenant un
vecteur de V", il opére sur V" en tant que dilatation
linéaire générale.

Définition 2. kv sera appelé le produit commutatif
trivial, ou peut-étre mieux, le produit homothétique
des deux vecteurs k et v.

Ainsi V = K" est maintenant muni des deux lois
usuelles : la loi d’addition d’une part, qui fait de V un
groupe commutatif, et celle de multiplication d’autre
part. Cette opération admet presque partout une in-
verse : w et k étant donnés, chaque composante v; de v
est définie deés que k; # 0.

Posons K;’ = KxKx..Kx{0;} xKx...K
alors K" — U;K! a la structure de groupe pour la
multiplication.

Définition 3. K" muni de I’addition et de la multi-
plication de ses €éléments comme il vient d’étre dé-
fini sera appelé un n-corps d’homothétie. K est ainsi
un l-corps d’homothétie ou plus traditionnellement
un corps. Les éléments de K" seront alors compris
comme des nombres n-dimensionnels sur X.

Remarque. Dans cette définition, K" est muni de sa
base canonique. La donnée la plus intrinséque qui ca-
ractérise v est son module u puisque tout changement
de base ne modifie pas le module de v mais les valeurs
de ses composantes. Les valeurs des composantes de
la somme et de la multiplication de deux vecteurs dé-
pendent du choix de la base. Si naturellement k n’est
pas le vecteur nul, un changement de base peut altérer
ses composantes de maniere qu’aucune d’entre elles
ne soit nulle : alors la division de w par k est toujours
possible mais le résultat dépend de la base qui a été
choisie.

Voici un exemple trés simple, illustré par la
figure 1.

Figure 1. Conséquences numériques d’un changement de
base.

Dans le repere OXY, w est le vecteur de com-
posantes (1, 2) alors que v est le vecteur de compo-
santes (2, 0) : la division de w par v est impossible. On
fait pivoter le repere initial d’un angle de 45 degrés :
w et v ayant alors respectivement pour composantes
(_Tl V2, % \/f) et (\/i \/i) la division de w par v est
devenue possible.

Dans la suite, V" sera muni de sa base naturelle.

1.3 Espaces vectoriels n-dimensionnels
en tant que n-corps angulaires
et n-corps de similitude

Commencons par le cas bien connu d’un nombre
deux-dimensionnel :

v=(x,y) (voir la figure 2).
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On peut interpréter v comme le résultat d’une simi-
litude s opérant sur ¢; = (1,0) : son module est
p=12+ )2,

Figure 2. Eléments de représentation d’un vecteur.

On dispose de plusieurs fagons de noter la rota-
tion r de e) associée a la similitude s :

1) r peut étre ici représentée par un point I1(6) sur la
1-sphere S', point qui peut étre appelé I’affixe de
la rotation.

2) 6 peut représenter une longueur euclidienne d’arc
adéquat sur cette sphere de sorte que

X =pucosf, y=pusinb.

La similitude peut alors étre notée (u,6), et
(1, 0) ey, ou plus simplement (u, ), est également une
représentation de v.

Définition 4. 6 sera appelé 'angle ou I'argument
de v, et (u,0) sera appelé la représentation ou le
nombre de (Bernoulli-)Euler associé i v.

Posant e; = (1,7/2) ej, v = xe; + y ey est la re-
présentation vectorielle usuelle de v.

3) r est congu comme un élément de SO(2), lequel
est compris comme un groupe multiplicatif, alors
que S' est vu comme un groupe de Lie addi-
tif. Puisque I'application p : S' — SO(2) est un
homomorphisme tel que p(0) = 1, p(r) = -1,
p(a+b) = p(a) p(b), alors p(r/2) = [-1]"2 =i :
ce symbole' i représente une rotation d’angle n/2

cosm/2 sinm/2

—sinx/2 cosm/2

que p(n/2) e} = iey = e.

ou encore la matrice [ ] de sorte

! La représentation symbolique de la rotation p est donc telle
que p(0) = 1, p(m) = —1 :ici 1 et -1 sont des symboles que
I’on ne doit pas confondre a priori avec les quantités numériques
correspondantes puisqu’ils représentent des rotations. Puisque
pla+b) = p(a) p(b), p*(/2) = -1, et donc p(x/2) = [—1]'2,
Calculons p(37/2) = p(n + n/2) = pr) p(n/2) = =1i = —i. La
convention suivante a le mérite de la clarté : un nombre pouvant
avoir a priori n racines, il convient d’utiliser un symbole dési-
gnant celle dont la détermination angulaire est positive et mini-
male. Par cette convention, racine de 4 par exemple, V4, vaut +2.

Quadrature n° 66

On peut alors convenir d’écrire v sous 1’une des
formes suivantes :

v=xertyer=xp0)e; +yp(r/2)e
= (xp(0) + yp(r/2)) e,
=(x+uyie =ze.

Définition 5. z = xp(0) + yp(n/2) = x + yi est une
autre représentation de v et sera appelée un nombre de
Chugquet-Cardan.

Nota bene : Nicolas Chuquet en 1484, suivi plus tard
par Gerolimo Cardano en 1539, fut le premier 2 in-
troduire I’emploi formel de [-1]"/2. La terminologie
« complexe » apparut a la fin du XVIII® siécle : un
polyndme était appelé une « quantité complexe ». Par
analogie, x + iy fut plus tard nommé un nombre com-
plexe (Gauss, 1834). Cette terminologie fait croire aux
jeunes éleves et étudiants qu’ils abordent des notions
tres complexes et difficiles, et peut les détourner des
mathématiques. Je suggere d’éviter I’emploi de cette
terminologie, de lui préférer une autre si proche des
faits historiques, et de ce fait combien plus attractive.
Dans [2], j’ai, faute de mieux, conservé pour x la dé-
nomination de partie scalaire de z, et appelé y i sa par-
tie rotationnelle.

Les généralisations des nombres de Chuquet-
Cardan sont bien connues (Hamilton, Cayley,
Clifford, Elie Cartan). Les unités i; qu’ils ont intro-
duites représentent les générateurs de groupes de
rotations. L’analyse profonde de ces généralisations,
faite par Clifford, a mis en évidence la présence de
leur structure périodique ; elle a été traduite en termes
topologiques par Frank Adams et Raoul Bott.

Nous allons maintenant étendre la représentation
de Bernoulli-Euler d’un vecteur bidimensionnel au
cas général. Un vecteur v € K" = V" est alors défini
par :

— le rayon OIT ou I'affixe IT est un point de la

sphere 8" ;

— son module g associé a une métrique définie

sur V",

Le couple (u,11) € P x 8"' peut étre interprété
comme une représentation de la similitude s qui trans-
forme e, en v.

Le point IT peut étre défini sur la sphere 8"~! par
n — 1 angles 6; qui généralisent les notions de latitude
et de longitude sur la 2-sphere.

Mais notons tout d’abord I’identification de la
sphere S' avec le 1-tore T'. Le tore est ici défini par
son revétement universel. Quand I’argument appar-
tient a 'intervalle [0, 27r], on obtient la détermination
principale du tore.
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Plus généralement, on considérera (6;,6:)
T x T T?, etc., et Iidentification de 6
(0,,6,63,....6,_1) € T"" au point I1() de S"'
travers I’application différentiable IT définie par :

m

o |l

0 = (8]a82’93a ..oy Hn—l) g H(e) =
(cos 8) cos 6. ..cos6,_1,sinb) cos By...cos b1,

sin @, cos #3...cos B,_1, . .
(Prenons par exemple (61, 65, 63, 64). Alors :

I1,(8) = x; = cos @ cos 0, cos 63 cos 4
I15(6) = x» = sin# cos 6> cos B3 cos O

I15(6) = x3 = sin 6, cos 63 cos b4

[14(6) = x4 = sin#3 cos b4
[15(0) = x5 = sinf,
et par suite :
x‘f + x% = [cos 6, cos B3 cos 94]2

2 2 2 2
Xj + x5 + x3 = [cos 63 cos 4]
2 2 2 2 2
x|+ X5 + X5+ x5 = [cos 04]"

2, 2,2, 2 _
e+ +x0+xa=1)

Définition 6. On dira que T"~' est un repére cano-
nique torique pour I'espace vectoriel V, que (u,6)
est une représentation ou le nombre torique ou angu-
laire du vecteur v, tandis que (u, I1(#)) en est sa repré-
sentation sphérique ou polaire ou encore son nombre
eulérien.

Remarque 1. Généralisation de la construction de
Hopf. Cette application montre immédiatement les
constructions topologiques a la Hopf de spheéres a
partir de tores. Par exemple prenons trois tores :
(61,62) € T2, (62,65) € T et (62,65,04) € T°. Alors
I’identification des deux premiers le long de 6, pour
chaque valeur de 6, et de 63 donne naissance a S3,
alors qu’une identification analogue du premier et du
troisieme le long de 6, pour tous les autres arguments
engendrera S*.

Remarque 2. L’intérét de cette représentation.
Nous sommes maintenant familiers d’objets phy-
siques, possédant des propriétés non seulement fixées
mais également périodiques, et respectivement ca-
ractérisées par des scalaires et des fréquences. C’est
le cas, comme parfois en hydrodynamique ou dans
certains systémes chimiques, de toutes les particules
et objets possédant une masse, une charge, etc., et
connaissant des mouvements périodiques (rotations,
oscillations). La représentation présente est adaptée a
cette réalité.

., SIN B2 COS By, SIN O 1).
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Remarque 3. On peut penser a d’autres généralisa-
tions sous la forme en particulier de produits de corps.
Comme I’écrivait Hermann Weyl, il revient a chaque
utilisateur de créer son propre ensemble de nombres
selon la réalité qu’il souhaite modéliser.

Définition 7. Etant donnés deux vecteurs v = (u, 6)
etv’ =, 0), le vecteur

w=vxv =WOxW,0)=u,0+6¢)

ou §+6 = (....0; +6,...) sera appelé le produit
eulérien de v et de v'.

Le vecteur v~ = (1/u6) est I'inverse de v, tandis
que le vecteur v = (u — 6) est son conjugué.

On peut introduire la somme torique formelle de v
et de v’ comme 1’expression :

v &V = (U, )& W, 0)=(u+u,0+6).

Posant p + ' = kju, cette somme peut étre com-
prise du point de vue géométrique comme le résultat
d’une similitude induite par v sur v (ou par v sur v’).
Puisque, jusqu’a présent, cette somme ne semble pas
avoir d’interprétation physique, je prendrai seulement
en considération la « somme vectorielle » classique de
deux vecteurs issue de la mécanique. Les deux notions
coincident lorsque V = K.

L’action de v = (u, 6) sur ¢; induit une similitude.
Un autre produit entre deux vecteurs peut étre intro-
duit, lié a I’aspect fonctionnel de la similitude opérant
de maniere plus. Soit / ’affixe de e, I1(6) celle de v.
Alors p(6) est la rotation de SO(n) qui transporte / en
[1(0), de sorte que v peut étre représenté par (u, p(6)),
donnant naissance au groupe multiplicatif non com-
mutatif P x SO(n).

Définition 8. (u, p()) sera appelé la représentation
ou le nombre par similitude de v, et v o v/ =
(up’,p(0) p(8")) sera appelé le produit par similitude
des deux vecteurs.

Quand n = 2, le nombre angulaire eulérien et le
nombre par similitude coincident.

Etant donné un vecteur v, nous pouvons mainte-
nant lui donner deux interprétations :

— I'une statique en tant que force et permettant

d’effectuer des sommes ;

— l’autre dynamique en tant que similitude per-

mettant d’effectuer des produits.

V" équipé de la somme possede la structure
usuelle de groupe commutatif, alors que V" — {0} (0
est le vecteur nul), équipé du produit eulérien ou du
produit par similitude, possede également la structure
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de groupe. Alors V" a la structure de corps puisque
dans les deux cas opération de distributivité fait
sens :
ao(v+tvY=aocv+aot
aX(w+uv)=axv+axv.
Définition 9. V" équipé du produit eulérien (resp. du
produit par similitude) sera appelé un n-corps eulérien
(resp. un n-corps par similitude).

Il Le théoreme fondamental
de I'algébre
.1 Le cas d’un n-corps par similitude

Dans ce cas, étant donnée la définition de la mul-
tiplication de deux vecteurs, la notion de polynome de
degré men v € V est trivialement définie :

P.(v) = ag + apo+ ... + ant™ (a, # 0).

Supposons que ¥ = E. Ce polynéme P,,(v) a n lignes
de polyndmes

— "
Pui(v) = aq; + ay jv; + ...+ ap, v

(i = 1,2,...,n) de sorte que, selon le théoréme fon-
damental de algébre usuel appliqué a chaque ligne
polynomiale, 1"équation

P,(v) = Q

posscede au plus mn solutions réelles : elles peuvent
étre approchées en utilisant I"algorithme de Newton-
Kalantari [5], et peuvent donner naissance en toute
dimension 4 des visualisations esthétiques appelées
« polynomiographes » [4].

Suggéré par la considération du paragraphe sui-
vant, voici le principe d'un algorithme peut-étre nou-
veau pour résoudre 1'équation

Pu(v)=ay+ajv+...
+ a, " quand v est unidimensionnel.
Ecrivons P,,(v) sous la forme :
P,v) = ap + vla) + vlas. .. + vla,-y + ayvl. . 1]

Soit vyg une valeur de v pour laquelle P, () n’est
pas nul. Soit vy la valeur de v pour laquelle

0 =ay + vplar + vonlas- . . + voplay-1 + anvon]. . 1]

et plus généralement soit vy; la valeur de v pour la-
quelle :

0 = ap +viilay +voi-[az- . .+ vgi-y[ap-1 +amvoi-1 .. 1]

ol tgi—1 = (tigi—2 + t1i-2)/2.

Quadrature n” 66

Conjecture. Si roures les racines de P,(v) soni
réelles, vy; converge vers une telle racine quand i tend
vers ['infini.

.2 La signification géométrique
du théoréme fondamental de I'algébre
usuel et son extension aux corps
eulériens et par similitude

Compris comme un résultat sur I'existence de so-
lutions numériques d’une équation polynomiale, ce
théoreme fut conjecturé par le mathématicien {rancais
Girard vers les années 1620, 1l se rapporte aux poly-
nomes définis sur les corps bidimensionnels culériens
ou par similitude — comme on I'a déja noté, les deux
notions coincident quand 7 = 2. Du point de vue géo-
métrique, il peut étre ¢noncé ainsi :

Théoreme 1. Soient ay,ay.....a, m vecteurs d’un
2-plan V. Il existe une similitude représentée par le
vecteur v telle que le vecteur nul () est le barycentre
des a; affectés des poids v’ :

apt’ + ayv+ ...+ ayt™ = 0.

Prenons le cas le plus simple de deux vecteurs ay
et @) du plan : il existe alors une similitude représen-
t¢e par v qui transporte a; sur 'opposé de ay (voir la
figure 3).

Figure 3. Illustration de la relation ag + a0 = 0.

Quand ay, ay. . . ., a,, sont m vecteurs du plan ayant
le méme module, I"angle @, ; = 2n/m + | entre deux
vecteurs quelconques a;y; et @; étant constant, leurs
affixes définissent un polygone régulier R de sorte que
apg+ay +...+a,; = Q Soit v = $i415 = (X, @y 1.4)
(f=m-1,m-2,....1,0) lasimilitude (constantc) qui
envoie @, sur a;. Alors P,(v) = apt” + aje + ... +
amt™ = Q.

Le théoréme énonce que la propri¢té pour 0 d’étre
le barycentre des a; est invariante par toute déforma-
tion de ces vecteurs. Ce théoreme peut étre énoncé de
la maniére suivante sans restriction sur la dimension
de V" = V pour autant que n = 2 lorsque ¥ = & :

Théoréme 2. Toute application différentiable ¢ :
V — Vtelle que o(a;) = a; induit une application
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différentiable associée ®y : V — V oit Dy(v) = V' est
tel que :
0

rom

P,(v) =ap"” +dv +...+a,p™ =0.

Dans le cas de la dimension 2, on peut procéder a
une analyse étape par étape de I’effet d’une modifica-
tion de I'un des a; sur v. Mais étant donné le degré de
généralité auquel on souhaite parvenir, il convient de
donner une preuve globale et synthétique.

Le principe de démonstration employé par
Milnor [6] lorsque n = 2 répond a cette attente. Le
fait que soit différente la définition du produit de deux
vecteurs n’affecte en rien les principales propriétés du
polyndme : sa différentiabilité, le calcul formel de ses
dérivées. De sorte qu’il n’est pas nécessaire d’intro-
duire des modifications dans cette preuve, sauf a pro-
pos des valeurs de la dimension : on emploie n au lieu
de 2.

Comme conséquence immédiate de ce théoréme
général, les notions et outils standards de la géomé-
trie algébrique, comme par exemple la transforma-
tion rationnelle et sa décomposition en homographies,
peuvent étre étendus aux n-corps que 1’on vient de dé-
finir. On peut alors espérer la découverte d’objets ma-
thématiques nouveaux et plus riches.

Appendice A. Preuve
du Théoréme 2

On peut par exemple penser ici a V" en tant que n-
corps eulérien muni de la métrique euclidienne. Alors
comme dans le cas standard, pour z = (z1,...,2,) =
(2, 02), = (/‘3’ 0)= ZZ?

Soit (xy, ..., xp+1) la représentation standard d’un
élément I1 de la n-sphere S” dans V', N = (0, ...,
0, 1) son pole «nord», S = (0, ..., 0, =1) son pdle
«sud », et

hx : S" — {N} = K" x {0}.

La projection stéréographique standard Ay de
la sphere, a partir du pole nord, sur K" identifié¢ a
I’hyperplan K" x {0} of K™*!, est telle que :

o Xps1) =0 = (U1, .., 0p)

_ ( X] Xn )
1 - Xn+1 1- Xn+1

hx est une application différentiable (i.e. lisse) et
injective.

L application polynomiale différentiable P,
v+ P, (v) = wde K" dans lui-méme induit I’applica-
tion f de la sphere sur elle-méme définie par :

f(N) =N,
f(0) = hy' P hn(TT) =TT pour IT # N

hN(xl,..

f est différentiable sur un voisinage de N.

On utilise maintenant la théorie du degré, dont le
principe est rappelé dans I’appendice B. Les points
critiques de f sont ceux de P, pour lesquels sa dé-
rivée, un polyndome de degré m — 1, est le vecteur
nul 0. Par une hypothese de récurrence, il existe une
quantité dénombrable de vecteurs v° pour lesquels
cette dérivée s’annule, et par conséquent, il existe une
quantité dénombrable de points I1¢ sur la sphére pour
lesquels f n’est pas réguliere. La spheére étant
connexe, il en est de méme de I’ensemble X des va-
leurs régulieres IT" de f. La sphere étant compacte, le
cardinal de la contre-image f"(H’) est constant sur
cet ensemble. Puisqu’il ne peut étre nul partout, étant
constant, il n’est jamais nul, et f est une application
surjective : il existe donc un point ITp sur la sphére
pour lequel f(Ilp) = vp et Py, (vp) = 0.

Appendice B. La théorie du degré
dans son principe

Cette théorie simple dans son principe remonte a
Kronecker. Prenez la parabole standard x — x* =
f(x) = y. Elle admet une singularité a I’origine
(f’(0) = 0). Coupez cette parabole par une (droite)
transversale parallele a ’axe horizontal et située a la
hauteur y : les abscisses des points d’intersection P
et —P sont x et —x.x et —x sont les éléments de la
contre-image f~'(y) de y. En x et sur un petit ouvert
U, contenant x, la dérivée de f, appelée sa jacobienne,
prend une valeur par exemple positive ; cette valeur est
alors négative en —x et sur un petit ouvert U_, ayant
la méme orientation que 1’ouvert précédent. On affecte
le poids +1 (respectivement le poids —1) aux éléments
de la contre-image associés a la jacobienne positive
(resp. négative), et ’on fait la somme de ces poids ;
cette somme est appelée le degré de I’application f.

Dans le cas présent ce degré est nul en y : il est
partout défini en dehors de la singularité, et il reste
constant pour tout valeur positive de y.

Remarquez qu’en déformant par homotopie la pa-
rabole, par exemple en la déformant en la parabole
y = 2 x%, le degré ne change pas.

Ces constances du degré sont établies pour toute
application différentiable f : V- W ou V et W
sont deux variétés orientées, la premiére compacte,
la seconde connexe, le degré de f en y € W étant,
rappelons-le, la somme des poids +1 et —1 affectés
aux signes de la jacobienne J,(f) de f lorsque x par-
court la contre-image f'(y)[deg(f) = ;e'f (D]
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Un exemple classique, plus intéressant que celui
par lequel nous avons débuté cet appendice, est celui
de I"application f sur S' de S', cette derniere obtenue
par n enroulements uniformes de cette sphere sur elle-
méme : le degré de f est n.
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